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ΑΠΑΝΣΖ΢ΔΗ΢ 

ΘΔΜΑ Α 

 

A1) Θεωξία, Σρνιηθό Βηβιίν, ζει.262(i) 

A2) Θεωξία, Σρνιηθό Βηβιίν, ζει.141 

A3) Θεωξία, Σρνιηθό Βηβιίν, ζει.246 

A4) α) Λάζνο  β) Σωζηό γ) Λάζνο δ) Σωζηό ε) Σωζηό 

 

ΘΔΜΑ B 
B 
B1) Η f ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην  ωο ξεηή. 

Είλαη 
 

     

2 2 3 3

2 2 2
2 2 2

2 1 2 2 2 2 2
( ) , .

1 1 1

x x x x x x x x
f x x

x x x

     
    

  
  

Έζηω: 

 

2 2( 1) 0

2
2

2
( ) 0 0 2 0 0.

1

xx
f x x x

x

 

       


 

x              0              

f       

f      

 

Αθνύ ( ) 0f x  ζην ( ,0)  θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην ( ,0] , ηόηε ε f είλαη γλεζίωο θζίλνπζα ζην  

( ,0] . 

 Αθνύ ( ) 0f x  ζην (0, )  θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην [0, ) , ηόηε ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  

[0, ) . 

Επνκέλωο ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην ζην 0 0x  , κε min (0) 0.f f   

 

B2) Η f  παξαγωγίζηκε ζην  ωο ξεηή. 

Είλαη 
   

 

   

 

 

 

2 2
2 2 2 2 2 2

4 4 3
2 2 2

2 1 2 2 1 2 2 1 8 1 2 1 3
( ) , .

1 1 1

x x x x x x x x
f x x

x x x

            
    

  
  

Έζηω: 
 

 

 
3

22 1 3 0

2 2

3
2

2 1 3 1 1 3 3
( ) 0 0 1 3 0 | | .

3 3 3 31

xx
f x x x x x

x

  
              


 

x         
3

3
                

3

3
         

f         

f        
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Αθνύ ( ) 0f x  ζην 
3

,
3

 
   
 

 θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην 
3

,
3

 
  
 

, ηόηε ε f είλαη θνίιε ζην  

3
,

3

 
  
 

. 

Αθνύ ( ) 0f x  ζην 
3 3

,
3 3

 
  
 

 θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην 
3 3

,
3 3

 
 
 

, ηόηε ε f είλαη θπξηή ζην  

3 3
,

3 3

 
 
 

. 

Αθνύ ( ) 0f x  ζην 
3

,
3

 
  

 
 θαη ε f είλαη ζπλερήο ζην 

3
,

3

 
 

 
, ηόηε ε f είλαη θνίιε ζην  

3
,

3

 
 

 
. 

Η  f παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο ζην 
1

3

3
x   , κε

3 1

3 4
f
 
   
 

, άξα ην ζεκείν
3 1

,
3 4

 
   
 

. 

Η  f παξνπζηάδεη ζεκείν θακπήο ζην 
2

3

3
x  , κε

3 1

3 4
f
 

  
 

 , άξα ην ζεκείν 
3 1

,
3 4

 
  
 

. 

B3) Είλαη: 
2 2

2 2
lim ( ) lim lim 1

1x x x

x x
f x

x x  
  


,  

άξα ε επζεία 1y  είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ηεο
fC  ζην  . 

Είλαη: 
2 2

2 2
lim ( ) lim lim 1

1x x x

x x
f x

x x  
  


,  

άξα ε επζεία 1y  είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ηεο
fC  ζην  . 

Αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην  , ηόηε δελ έρεη θαηαθόξπθεο αζύκπηωηεο. 

  

B4) Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f θαίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα 
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ΘΔΜΑ Γ 
B 

Γ1) Έζηω ε ζπλάξηεζε 
2 2( ) 1, .xg x e x x     

Η g ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην  , κε  
2 2

( ) 2 2 2 1 ,x xg x e x x x e x        . 

Έζηω: 2 0 0x x   . 

Έζηω: 
2 2 2 0 21 0 1 0

xe
x x xe e e e x       



, ηζρύεη γηα θάζε x . 

Τν πξόζεκν ηεο g θαη ε κνλνηνλία ηεο f θαίλνληαη ζηνλ παξαθάηω πίλαθα. 

  

x             0            
2

1xe       

2x      

g      
g      

 

Παξαηεξνύκε όηη: (0) 0g  . 

Γηα θάζε 0 ( ) (0) ( ) 0
g

x g x g g x    


. 

Γηα θάζε 0 ( ) (0) ( ) 0
g

x g x g g x    


. 

Επνκέλωο γηα θάζε 0x  ηζρύεη όηη ( ) 0g x  . Άξα κόλν γηα 0x  ηζρύεη όηη  (0) 0g  . 

Άξα ε κνλαδηθή ιύζε ηεο g είλαη ε 0x  , δειαδή: 
2 2 1 0 0xe x x     . 

 

Γ2) Από ην (Γ1) έρνπκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη όηη  
2 2( ) (0) 1 0 (1)xg x g e x     . Η ηζόηεηα ηζρύεη 

κόλν γηα 0x  . 

Έρνπκε:  
2 2 2

(1)2
2 2 2 2( ) 1 ( ) 1 ( ) 1x x xf x e x f x e x f x e x           . 

Έζηω 
2 2( ) 0 ( ) 0 1 0 0xf x f x e x x         . 

Επνκέλωο ε f έρεη κνλαδηθή ξίδα ην 0, νπόηε αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην  , ηόηε ζα έρεη ζηαζεξό 

πξόζεκν ζε θάζε έλα από ηα δηαζηήκαηα ( ,0)  θαη (0, ) . 

 Αλ ( ) 0 ( ,0)f x   θαη ( ) 0 (0, )f x   , ηόηε 
2 2( ) 1,xf x e x x    . 

 

 Αλ ( ) 0 ( ,0)f x   θαη ( ) 0 (0, )f x   , ηόηε  
2 2( ) 1 ,xf x e x x     . 

 

 Αλ ( ) 0 ( ,0)f x   θαη ( ) 0 (0, )f x   , ηόηε 
 

2

2

2

2

1 , 0
( )

1, 0

x

x

e x x
f x

e x x

   
 
   

. 

 

 Αλ ( ) 0 ( ,0)f x   θαη ( ) 0 (0, )f x   , ηόηε 
 

2

2

2

2

1, 0
( )

1 , 0

x

x

e x x
f x

e x x

   
 

   

. 
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Γ3) α΄τρόπος 

Έρνπκε 
2 2( ) 1,xf x e x x    . 

Η f ζπλερήο θαη παξαγωγίζηκε ζην  κε 
2

( ) 2 2 , .xf x xe x x     

Η f  παξαγωγίζηκε ζην  κε  
2 2 2 22 2( ) 4 2 2 4 2 1 , .x x x xf x x e e x e e x         

Αθνύ 
224 0xx e   ηζρύεη γηα θάζε x , ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα 0x   

θαη 
2

1 0xe    ηζρύεη γηα θάζε x , ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα 0x   

ηόηε ( ) 0f x  γηα θάζε x , ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν γηα 0x   θαη αθνύ ε f ζπλερήο ζην  , ηόηε ε 

f είλαη θπξηή ζε όιν  . 

 

β΄τρόπος 

Έρνπκε  
2 22( ) 4 2 1 ,x xf x x e e x     , κε (0) 0f   . 

Είλαη 
2 2 2 2 2 23 3 2( ) 8 8 4 12 4 4 (3 1)x x x x x xf x xe x e xe x e xe xe x        . 

Έζηω 
2 2( ) 0 4 (3 1) 0 0xf x xe x x       . 

  

x              0              

f       

f       

Επνκέλωο ε f παξνπζηάδεη νιηθό ειάρηζην γηα x = 0. 

Οπόηε γηα θάζε x ηζρύεη όηη: ( ) (0) ( ) 0f x f f x     ..... 

 

 

 

Γ4) α΄τρόπος 

 

Έζηω ε ζπλάξηεζε ( ) ( 3) ( ), [0, )h x f x f x x     . 

Η h είλαη παξαγωγίζηκε ωο δηαθνξά παξαγωγίζηκωλ ζπλαξηήζεωλ. (ε ( 3)f x είλαη ζύλζεζε 

παξαγωγίζηκωλ). 

Είλαη ( ) ( 3) ( ), [0, )h x f x f x x       . 

Ιζρύεη όηη 3 ( ) ( 3) ( 3) ( ) 0 ( ) 0
f

x x f x f x f x f x h x


              


,  

άξα ε h είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην [0, ) , άξα είλαη θαη 1-1. 

Έρνπκε ηελ εμίζωζε:    | | 3 | | ( 3) ( )f x f x f x f x        

     
1 1 0

| | ( ) | | | | | | 0
x

h x h x x x x x x  
 

         

δηόηη γηα θάζε x  ηζρύεη όηη | | | |x x  κε ηελ ηζόηεηα λα ηζρύεη κόλν γηα x = 0. 
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β΄τρόπος 

 

Πξνθαλήο ξίδα ηεο εμίζωζεο είλαη ε x = 0. 

Έζηω όηη ππάξρεη αξηζκόο 0 0x  , o νπνίνο είλαη ιύζε ηεο εμίζωζεο, νπόηε ζα ηζρύεη όηη: 

   0 0 0 0| | 3 | | ( 3) ( )f x f x f x f x      (1). 

Ιζρύνπλ ηα εμήο: 0 0| | | | 3x x    θαη 0 0 3x x  . 

Επίζεο αθνύ 0 0x  ζα ηζρύεη όηη 0 0| |x x  . 

 

1ε πεξίπηωζε: αλ 0 0| | 3x x    

ηόηε ζα ηζρύνπλ: 0 0 0 0| | | | 3 3x x x x      . 

Εθαξκόδνπκε Θ.Μ.Τ. γηα ηελ f  

▪ ζην δηάζηεκα  0 0| |,| | 3x x   , ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

  
   

   0 0

1 0 0 1 1 0 0

0 0

| | 3 | |
| |,| | 3 : ( ) 3 ( ) | | 3 | |

| | 3 | |

f x f x
x x f f f x f x

x x

 
      

 

 
       

 
 

▪ ζην δηάζηεκα  0 0, 3x x  , ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

  
   

   0 0

2 0 0 2 2 0 0

0 0

3
, 3 : ( ) 3 ( ) 3

3

f x f x
x x f f f x f x

x x
  

 
       

 
 

Οπόηε ε (1)        1 2 1 2 1 2
1 1

3 3
f

f f f f     



        



. ΑΤΟΠΟ!, δηόηη 1 2 
 

 

2ε πεξίπηωζε: αλ 0 0| | 3x x    

ηόηε ζα ηζρύνπλ: 0 0 0 0| | | | 3 3x x x x      . 

Εθαξκόδνπκε Θ.Μ.Τ. γηα ηελ f  

▪ ζην δηάζηεκα  0 0| |,x x , ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

 
   0 0

1 0 0 1

0 0

| |
| |, : ( )

| |

f x f x
x x f

x x


  




 


 

▪ ζην δηάζηεκα  0 0| | 3, 3x x   , ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ 

  
       0 0 0 0

2 0 0 2 2

0 0 0 0

3 | | 3 3 | | 3
| | 3, 3 : ( ) ( )

3 | | 3 | |

f x f x f x f x
x x f f

x x x x

 
   

 

     
      

   
 

Οπόηε ε (1)    
0 0| | 0

0 0 0 0( ) | | ( 3) | | 3
x x

f x f x f x f x


 
 

      
 

 

       
   0 0 0 0

1 2 1 2
1 1

0 0 0 0

| | 3 | | 3

| | | |

ff x f x f x f x
f f

x x x x

 
   

 





   
      

 



 

ΑΤΟΠΟ!, δηόηη 1 2 
 

 

Επνκέλωο ε κνλαδηθή ιύζε ηεο εμίζωζεο είλαη ε x = 0. 
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ΘΔΜΑ Γ 
B 

Γ1) Έρνπκε όηη:  
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )f x f x xdx f x xdx f x xdx

  

                 

 
0 0

( ) ( ) ( )f x x dx f x xdx

 

          

   
0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x f x x dx f x x f x xdx

 
 

                 

0 0

( ) (0) 0 ( ) ( ) (0) 0 ( )f f f x xdx f f f x xdx

 

                     

( ) (0)f f    (1). 

 

Έρνπκε όηη: 
0

( )
lim 1
x

f x

x
 .  

Θέηνπκε 
( )

( )
f x

g x
x

 , νπόηε 
0

lim ( ) 1
x

g x


 . 

Άξα ( ) ( )f x g x x , νπόηε  
0 0

lim ( ) lim ( ) 1 0 0
x x

f x g x x
 

    . 

Αθνύ ε f είλαη ζπλερήο ζην  , ηόηε ζα είλαη ζπλερήο θαη ζην 0, νπόηε: 
0

(0) lim ( ) (0) 0
x

f f x f


    

Άξα, από (1) ( ) 0 ( )f f        . 

 

Η f είλαη παξαγωγίζηκε ζην  , νπόηε: 

0 0 0

( ) (0) ( ) ( )
(0) lim lim lim 1 1 1 (0) 1

0x x x

f x f f x f x x
f f

x x x x



  


         


 

 

β΄ τρόπος για το (0)f  

Είλαη: 
0 0

( )
(0) lim ( ) lim 1 0 0

x x

f x
f f x x

x


 
       

β΄ τρόπος για το (0)f   

Αθνύ ε f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε, ηόηε ε f  ζα είλαη ζπλερήο, νπόηε: 
0

0

0 . . . 0 0

( ) ( ) ( ) (0)
lim lim lim (0)

( ) 1x D L H x x

f x f x f x f
f

x x x    

  
   


, νπόηε (0) 1f    

 

γ΄ τρόπος για το (0)f   

0 0 0 0

( ) (0) ( ) ( )
(0) lim lim lim lim ( ) 1 1 1

0x x x x

f x f f x g x x x
f g x

x x x x

 

   

 
      


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Γ2) α)  Έζηω όηη ε f παξνπζηάδεη αθξόηαην ζε έλα ζεκείν 0x  . 

Αθνύ ε f είλαη παξαγωγίζηκε θαη ην 0x  είλαη εζωηεξηθό ζεκείν, ηόηε από ην ζεώξεκα Fermat ζα 

ηζρύεη όηη 0( ) 0f x  . 

Έρνπκε όηη  ( ) ( ) (1) ,f x xe x f f x e x    . 

Η ζπλάξηεζε ( )f xe είλαη ζύλζεζε παξαγωγίζηκωλ. 

Η ζπλάξηεζε x είλαη παξαγωγίζηκε ωο πνιπωλπκηθή. 

Η ζπλάξηεζε  ( )f f x είλαη ζύλζεζε παξαγωγίζηκωλ. 

Η ζπλάξηεζε xe είλαη παξαγωγίζηκε ωο εθζεηηθή. 

Επνκέλωο από (1) ζα έρνπκε:     ( ) ( )f x xe x f f x e
 

   

 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) (2)f x xe f x f f x f x e       . 

Θέηνπκε ζηελ (2) όπνπ 0x x , νπόηε ζα έρνπκε: 

Από  
0

0 0 0

( ) 0
( )

0 0 0 0( ) 1 ( ) ( ) 1 1
f x

f x x x
e f x f f x f x e e x

 

           . 

Άξα 0( ) 0 (0) 0f x f    , ΑΤΟΠΟ! , δηόηη (0) 1f   . Επνκέλωο ε f δελ παξνπζηάδεη αθξόηαηα. 

 

β)  Αθνύ  ε f δελ παξνπζηάδεη αθξόηαηα, ηόηε ζα ηζρύεη ( ) 0f x  γηα θάζε x . 

Επεηδή ε f  είλαη θαη ζπλερήο, ηόηε ζα έρεη ζηαζεξό πξόζεκν ζε όιν ην  . 

Έρνπκε όηη  (0) 1 0f    , νπόηε ( ) 0f x   γηα θάζε x .  

Άξα ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  . 

 

Γ3)  Έρνπκε όηη  f   , δειαδή  ( , ) ( , )f      . 

Επεηδή ε f είλαη ζπλερήο θαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  , ηόηε ηζρύεη: 

   ( , ) lim ( ), lim ( )
x x

f f x f x
 

   .  Άξα, lim ( )
x

f x


  . 

Είλαη: 
| | | | 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x xx x x x

f x f x f x f x f x

      
     

άξα 
2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x

f x f x f x f x f x

    
     . 

κε 
2

lim 0
( )x f x

 
  
 

 θαη  
2

lim 0
( )x f x

 
 

 
. 

Επνκέλωο από ην θξηηήξην παξεκβνιήο ζα ηζρύεη όηη: lim 0
( )x

x x

f x

 




    
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Γ4)  Γηα ην νινθιήξωκα 
1

(ln )
e

f x
dx

x



 , ζέηνπκε ln x u , άξα 
1

dx du
x

 . 

Γηα 1x  , έρνπκε ln1 0u   . 

 

Γηα x e , έρνπκε lnu e   . 

Άξα 
1 0 0

(ln )
( ) ( )

e
f x

dx f u du f x dx
x

  

    . 

Επνκέλωο αξθεί λ.δ.ν. 2

0

0 ( )f x dx



  . 

α΄τρόπος 

Είλαη  0 (0) ( ) ( ) 0 ( )
f

x f f x f f x         


. 

Τν ίζνλ δελ ηζρύεη πάληα, νπόηε νινθιεξώλνληαο ηελ ηειεπηαία ζρέζε ζα έρνπκε: 

  2

0

0 0 0 0 0

0 ( ) 0 ( ) 0 ( )dx f x dx dx f x dx x f x dx

    


               

 

β΄τρόπος 

Αθνύ f είλαη ζπλερήο, ζεωξνύκε κία παξάγνπζα F ηεο f ζην  . 

Οπόηε ζα ηζρύεη ( ) ( )F x f x  γηα θάζε x . 

Επεηδή ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  , ηόηε θαη ε F ζα είλαη γλεζίωο αύμνπζα ζην  . 

Η F ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ. ζην δηάζηεκα [0, ] , νπόηε ζα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ

(0, )   ηέηνην, ώζηε 
( ) (0) ( ) (0)

( )
0

F F F F
F

 


 

 
  


. 

Είλαη 
( ) (0)

0 (0) ( ) ( ) (0) ( )
F F F

F F F f f


    


 
          



 

2 2

0

( ) (0)
0 0 ( ) (0) 0 ( )

F F
F F f x dx




   



          

 

 


